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Mở đầu

Lý thuyết số tổ hợp là một trong những chủ đề được nhiều người

quan tâm nghiên cứu trong lý thuyết số. Các kết quả của lý thuyết số

tổ hợp có nhiều ứng dụng trong nghiên cứu các bộ môn khoa học khác

cũng như ứng dụng vào trong các vấn đề thực tế. Ngoài ra, nhiều vấn đề

của lý thuyết số tổ hợp còn được đề cập đến trong các đề thi học sinh

giỏi toán.

Mục đích của luận văn là tìm hiểu và trình bày một số vấn đề của

lý thuyết số tổ hợp. Cụ thể, luận văn trình bày về Định lý Van der

Waerden về sự tồn tại một cấp số cộng đơn sắc trong một tập số tự

nhiên liên tiếp được tô màu, về Định lý Szemerédi về mật độ cấp số

cộng trong tập hợp các số tự nhiên liên tiếp, về khái niệm hệ phủ đồng

dư và ứng dụng trong giải toán, về số Ramsey và tập đơn sắc trong bài

toán tô màu.

Ngoài phần kết luận, mở đầu và tài liệu tham khảo nội dung chính

của luận văn trình bày thành 2 chương:

Chương 1: Tổng quan về lý thuyết số tổ hợp. Mục đích của chương

này là trình bày về Định lý Van der Waerden, Định lý Szemerédi, nêu

ra một vài giá trị đã biết về số Van der Waerden và một số vấn đề liên

quan tới hệ phủ đồng dư.

Chương 2: Số Ramsey và tập đơn sắc. Mục đích của chương này là

trình bày khái niệm về số Ramsey và một số kết quả về số Ramsey, tập

đơn sắc và một số vấn đề liên quan tới tập đơn sắc trong bài toán tô

màu.

Luận văn được hoàn thành với sự hướng dẫn, chỉ bảo tận tình của

GS.TSKH. Hà Huy Khoái và sự đóng góp ý kiến sát sao của các thầy, cô

trường Đại học Khoa học - Đại học Thái nguyên. Qua luận văn này em

xin được bày tỏ lòng biết ơn đến sự hướng dẫn tận tình của thầy hướng

dẫn và các thầy, cô trường Đại học Khoa học - Đại học thái nguyên đã

góp ý sâu sắc, tạo điều kiện thuận lợi để em hoàn thành luận văn nay.
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Tôn xin trân trọng cám ơn đến Sở Giáo dục và Đào tạo Bắc Ninh,

tập thể sư phạm trường THPT Lý Thường Kiệt đã tạo điều kiện cho

tôi hoàn thành khóa học.
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Chương 1

Tổng quan về lý thuyết số tổ hợp

Trong Chương 1, luận văn trình bày hai định lý, gồm Định lý Van

der Waerden và Định lý Szemerédi, một vài giá trị đã biết về số Van

der Waerden và các khái niệm cơ bản về hệ phủ đồng dư. Tài liệu tham

khảo chính của chương này là các tài liệu [1], [4].

1.1. Định lý Van der Waerden và Định lý Szemerédi

Định lý Van der Waerden và Định lý Szemerédi là hai định lý quan

trọng trong lý thuyết số nghiên cứu về cấp số cộng và mật độ của cấp

số, đồng thời hai định lý này cũng là tiền đề để tìm hiểu và phát triển

các kết quả mới về cấp số cộng.

Nhắc lại rằng cấp số cộng là một dãy số (hữu hạn hoặc vô hạn)

mà trong đó, kể từ số hạng thứ hai trở đi, mỗi số hạng đều bằng tổng

của số hạng đứng ngay trước nó với một số d không đổi. Ta có thể biểu

diễn cấp số cộng dưới dạng như sau: a, a+d, a+2d, . . . , a+(m−1)d, ...,

trong đó: m là số nguyên dương bất kỳ, a, d ∈ R, a được gọi là số hạng

đầu tiên và d gọi là công sai của cấp số cộng.

Với mọi n là số tự nhiên, ta kí hiệu [n] = {1, 2, . . . ., n} là tập hợp

các số tự nhiên từ 1 đến n.

Cho một tập hợp X và t ∈ N, khi đó X(t) = {A ⊂ X, |A| = t} , tức
là X(t) là tập hợp gồm các tập con của X có lực lượng t.

1.1.1. Định lý Van der Waerden 1927

Định lý Van der Waerden phát biểu rằng: Với hai số nguyên dương

m, k cho trước tồn tại một số nguyên N = N(m, k) sao cho với mọi
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n ≥ N nếu [n] được tô bởi k màu thì luôn tồn tại một cấp số cộng đơn

sắc độ dài m trong [n].

Giả sử Định lý Van der Waerden được chứng minh. Do tập [n] được

tô bởi k màu nên ta có thể chia tập [n] thành k tập con được xác định

bởi k màu riêng biệt. Theo Định lý Van der Waerden thì khi đó sẽ tồn

tại một tập con trong k tập con trên mà trong đó tồn tại một cấp số

cộng độ dài m.

Ta có thể phát biểu lại Định lý Van der Waerden dưới dạng sau:

Định lý 1.1 Đối với mọi cặp số tự nhiên k, l luôn tồn tại số tự nhiên

n(k, l) sao cho nếu một đoạn bất kỳ của dãy số tự nhiên có độ dài n(k, l)

được phân hoạch theo cách tuỳ ý thành k lớp, thì sẽ có ít nhất một lớp

trong k lớp đó chứa một cấp số cộng độ dài l.

Để chứng minh Định lý Van der Waerden, ta sẽ chứng minh một

định lý tổng quát hơn:

Định lý 1.2 Cho trước dãy vô hạn số tự nhiên:

t1, t2, ..., tq, ... (1.1)

Đối với mỗi cặp số tự nhiên k, l luôn tồn tại một số tự nhiên n(k, l) sao

cho nếu một đoạn bất kỳ của dãy số tự nhiên có dộ dài n(k, l) được phân

hoạch theo cách tuỳ ý thành k lớp, thì sẽ có ít nhất một lớp mà trong đó

tồn tại dãy số c1, c2, ..., cl thỏa mãn diều kiện sau:

(c2 − c1) : (c3 − c2) : ... : (cl − cl−1) = t1 : t2 : ... : tl−1.

Nói một cách ngắn gọn, l số đó lập nên một cấp số cộng tổng quát

độ dài l được tạo ra bởi dãy số (1.1). Định lý Van der Waerden là trường

hợp riêng của Định lý 1.2 trong trường hợp t1 = t2 = · · · = tq = · · · = 1.

Chứng minh Định lý 1.2.

Đặt số hạng đầu tiên của dãy (1.1) bằng đơn vị: t1. Dễ thấy rằng

Định lý 1.2 là hiển nhiên với l = 2 và với mọi k (bởi vì số n(k, l) có thể

nhận giá trị k + 1), tức là tồn tại một cấp số cộng trong dãy có độ dài

là 2, điều này luôn đúng. Giả sử định lý đúng với mọi số l ≥ 2 và k bất

kỳ.

Đặt:

q0 = 1, n0 = n(k, l), qs = (1 + t1)ns−1qs−1, ns = n(kqs, l) > 0. (1.2)
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Ta sẽ chứng minh định lý đúng với l + 1, tức là số n(k, l + 1) có

thể lấy bằng qk. Giả sử đoạn 4 của dãy số tự nhiện có độ dài qk được

phân hoạch thành k lớp. Hai số a và b của đoạn 4 được gọi là cùng

loại nếu chúng cùng nằm trong một lớp và được viết là a ∼ b. Hai đoạn

4′(a, a+ 1, ..., a+ r) và 4′′(a, a′ + 1, ..., a′ + r) có độ dài bằng nhau và

cùng nằm trong đoạn 4 sẽ được gọi là cùng loại và được viết 4′ ∼ 4′′,
nếu a+ j ∼ a′ + j, j = 0, 1, ..., r. Rõ ràng đối với các đoạn có độ dài m,

thì số các loại khác nhau có thể sẽ bằng km.

Vì qk = (1+ tl)nk−1qk−1 nên đoạn 4 có thể được xem như gồm hai

phần không bằng nhau: Phần bên trái là một dãy gồm nk−1 đoạn có độ

dài qk−1, còn phần bên phải là một dãy gồm tlnk−1 đoạn có độ dài qk−1.

Ta sẽ nói rằng các đoạn có độ dài bằng nhau tạo nên một cấp số cộng

tổng quát nếu cấp số đó được lập nên bởi các số đầu tiên của chúng. Do

định nghĩa của số nk−1 nên ta có thể khẳng định được rằng: Phần bên

trái của đoạn 4 chứa một cấp số cộng tổng quát từ l đoạn cùng loại với

nhau 41,42, ...,4l và cùng có độ dài là qk−1. Ký hiệu các khoảng cách

giữa các đầu mút bên trái của hai đoạn kề nhau (tức là hiệu giữa hai số

đầu tiên của hai đoạn kề nhau) là: d1, d1t2, ..., d1tl−1.

Đối với cấp số cộng tổng quát, từ các đoạn cùng loại đó ta gắn

thêm vào nó phần tử thứ l + 1 là 4l+1, phần tử ấy có thể không cùng

loại với các phần tử đứng trước và nó có thể vượt quá phần tử đầu tiên

của đoạn 4, nhưng vẫn nằm trong đoạn 4.

Bây giờ ta lấy một phần tử 4i1 bất kỳ từ l phần tử của cấp số

cộng tổng quát, đó là đoạn có độ dài qk−1. Ta sẽ tiến hành trên đoạn đó

tương tự như đã tiến hành với đoạn 4 (tức là coi đoạn 4 như là dãy

(1 + tl)nk−1 đoạn có độ dài qk−1). Do định nghĩa của số nk−1, ta có thể

khẳng định rằng, phần bên trái của đoạn 4i1 bao gồm nk−1 đoạn có độ

dài qk−2 chứa cấp số cộng tổng quát từ l đoạn cùng loại 4i2i2(1 ≤ i2 ≤ l)

có cùng độ dài qk−1. Ta ký hiệu các khoảng cách giữa các đầu mút trái

của hai đoạn kề nhau 4i2i2 là: d2, d2t2, ..., d2tl−1.

Một lần nữa, ta lại nối thêm vào cấp số cộng tổng quát này phần

tử thứ l + 1 và rõ ràng phần tử ấy cũng vẫn nằm trong đoạn 4i1. Việc

xây dựng như vậy được tiến hành với tất cả các đoạn 4i1(1 ≤ i1 ≤ l+1)

và trong tất cả các đoạn đó ta sẽ lấy các đoạn 4i2i2(1 ≤ i2 ≤ l+1) theo

vị trí tương ứng. Bởi vì tất cả là cùng loại nên rõ ràng mọi 4i2i2 sẽ là

cùng loại, nếu 1 ≤ i1 ≤ l, 1 ≤ i2 ≤ l.

Quá trình xây dựng được tiếp tục k lần. Kết quả sau lần cuối cùng ta
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sẽ nhận được các đoạn có độ dài q0 = 1, tức là một đoạn đơn giản 4 mà

một cách tổng quát ta có thể ký hiệu là4i1i2...ik (1 ≤ i1, i2, ..., ik ≤ l+1).

Như vậy ta dễ thấy rằng, với 1 ≤ s ≤ k, 1 ≤ ir ≤ l, 1 ≤ i′r ≤ l(1 ≤
r ≤ s) thì

4i1i2...is ∼ 4i′1i
′
2...i

′
s
. (1.3)

Hai nhận xét sau đây là rất quan trọng đối với phần còn lại trong chứng

minh định lý.

1) Giả sử: 1 ≤ s ≤ k, 1 ≤ ir ≤ l, 1 ≤ i′r ≤ l(1 ≤ r ≤ s), 1 ≤ im ≤
l + 1 (s+ 1 ≤ m ≤ k). Khi đó

4i1i2...isis+1...ik ∼ 4i′1i
′
2...i

′
si
′
s+1...ik

. (1.4)

Thật vậy, do hai số đó đứng ở các vị trí giống nhau trong các đoạn cùng

loại 4i1i2...is và 4i′1i
′
2...i

′
s
.

2) Với số s ≤ k, is ≤ l, i′s = is + 1, các đoạn 4i1...is−1is và 4i1...is−1i′s là

các đoạn kề nhau ở bước xây dựng thứ s của chúng ta, nên đối với mọi

chỉ số is+1, ...ik, các số 4i1i2...s−1isis+1...ik và 4i1i2...s−1i′sis+1...ik sẽ chiếm các

vị trí giống nhau trong hai đoạn kề nhau, sao cho:

4i1i2...s−1i′sis+1...ik −4i1i2...s−1isis+1...ik = dstis. (1.5)

Để ngắn gọn, ta đặt l′ = l + 1. Xét k + l số

ar = 41 · · · 1︸ ︷︷ ︸
r

l′ · · · l′︸ ︷︷ ︸
k−r

, r = 0, 1, ..., k. (1.6)

Trong các số đó, ta luôn tìm được hai số ar và as cùng nằm trong một

lớp

41 · · · 1︸ ︷︷ ︸
r

l′ · · · l′︸ ︷︷ ︸
k−r

∼ 41 · · · 1︸ ︷︷ ︸
s

l′ · · · l′︸ ︷︷ ︸
k−s

. (1.7)

Xét các số

ar = 41 · · · 1︸ ︷︷ ︸
r

i · · · i︸ ︷︷ ︸
s−r

l′ · · · l′︸ ︷︷ ︸
k−s

(1 ≤ i ≤ l′). (1.8)

Ta sẽ chứng minh rằng chúng cùng nằm trong một lớp, và tạo thành

một cấp số cộng tổng quát.

Thật vậy, các số cl′ và c1 cùng loại do (1.7), còn tất cả các ci(i < l′)

là cùng loại do (1.4). Vì vậy tất cả các số ci(1 ≤ i ≤ l′) cùng nằm trong

một lớp. Phần còn lại, ta cần phải chỉ ra rằng các số đó lập thành một

cấp số cộng, tức là:

(c2 − c1) : (c3 − c2) : · · · : (cl′ − cl) = 1 : t2 : · · · : tl′. (1.9)
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Để ngắn gọn, ta đặt i′ = i+ 1. Ta đưa vào xét các số sau:

ci,m = 41 · · · 1︸ ︷︷ ︸
s

i′ · · · i′︸ ︷︷ ︸
m

i · · · i︸ ︷︷ ︸
s−r−m

l′ · · · l′︸ ︷︷ ︸
k−s

(0 ≤ m ≤ s− r).

Khi đó ci+1 − ci =
s−r∑
m=1

(ci,m − ci,m−1) bởi vì ci,0 = ci và ci,s−r = ci+1.

Nhưng do (1.5) ta có

ci,m−ci,m−1 = 41 · · · 1︸ ︷︷ ︸
r

i′ · · · i′︸ ︷︷ ︸
m

i · · · i︸ ︷︷ ︸
s−r−m

l′ · · · l′︸ ︷︷ ︸
k−s

−41 · · · 1︸ ︷︷ ︸
r

i′ · · · i′︸ ︷︷ ︸
m−1

i · · · i︸ ︷︷ ︸
s−r−m+1

l′ · · · l′︸ ︷︷ ︸
k−s

=

dr+mti, có nghĩa là: ci+1 − ci =
s−r∑
m=1

dr+mti.

Nhưng do
s−r∑
m=1

dr+m không phụ thuộc vào i, và do đó điều kiện (1.9)

được thỏa mãn. Do đó định lý được chứng minh với giả thiết rằng, phần

tử đầu tiên của dãy số (1.1) bằng đơn vị (tức là bằng 1). Nếu t1 khác

đơn vị, thì ta xét dãy số sau đây:

1, t1, · · · , tq, · · · . (1.10)

Khi đó l + 1 số ci(i = 1, 2, · · · , l + 1) lập thành một cấp số cộng tổng

quát độ dài l+1, được tạo ra bởi dãy số (1.10) cùng nằm trong một lớp,

vì thế đương nhiên nó chứa l số lập thành cấp số cộng tổng quát độ dài

l, được tạo ra bởi dãy số (1.1) và cùng nằm trong một lớp. Do đó định

lý được chứng minh.

1.1.2. Số Van der Waerden

Định nghĩa 1.1 Số tự nhiên nhỏ nhất N = N(m, k) thỏa mãn Định lý

Van der Waerden được gọi là số Van der Waerden, và kí hiệu là w(m, k).

Một số giá trị chính xác của w(m, k) đã được chỉ ra. Ta có w(m, 1) =

m và w(2, k) = k + 1. Với các giá trị khác của k và m, chúng ta đã biết

w(3, 2) = 9, w(4, 2) = 35, w(5, 2) = 178, w(6, 2) = 1132, w(3, 3) = 27 và

w(4, 3) = 76.

Sau đây ta kiểm tra lại, chẳng hạn hai kết quả w(m, 1) = m và

w(2, k) = k + 1.

Thật vậy:

+) w(m, 1) = m, khi đó tất cả các phần tử của [n] được tô bằng 1

màu. Như vậy, nếu đặt N = m thì với mọi n ≥ N, trong [n] tồn tại cấp


