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Mé& dau

Ly thuyét s6 t6 hop 1a mot trong nhitng chit dé duge nhiéu ngusi
quan tam nghién citu trong ly thuyét s6. Cac két qua cia ly thuyét sd
td hop c6 nhiéu tng dung trong nghién ctu cac bo mon khoa hoc khac
ciing nhu ng dung vao trong cac van deé thic té. Ngoai ra, nhiéu van dé
cia Iy thuyét sé to hop con ducce dé cap dén trong cac dé thi hoc sinh
gidi toan.

Muc dich ctia luan van 1a tim hiéu va trinh bay mot sé van dé cta
Iy thuyét s6 t6 hop. Cu thé, luan van trinh bay vé Dinh 1y Van der
Waerden vé syt ton tai mot cap so6 cong don sic trong mot tap so tu
nhién lien tiép dugc t6 mau, vé Dinh 1§ Szemerédi vé mat do cap so
cong trong tap hop cac so tur nhién lien tiép, vé khai niem hé pht dong
du va ting dung trong giai toan, vé s6 Ramsey va tap don sic trong bai
toan t0 mau.

Ngoai phan két luan, mé dau va tai lieu tham khao noi dung chinh
cua luan van trinh bay thanh 2 chuong:

Chuong 1: Tong quan vé 1y thuyét sé to hop. Muc dich ctia chuong
nay 1& trinh bay vé Dinh 1§ Van der Waerden, Dinh 1y Szemerédi, néu
ra mot vai gia tri da biét ve s6 Van der Waerden va mot s6 van dé lien
quan téi hé phu dong du.

Chuong 2: S6 Ramsey va tap don sic. Muc dich ctia chuong nay 1a
trinh bay khai niem vé s6 Ramsey va mot s6 két qua vé sd Ramsey, tap
don sic va mot s6 van dé lien quan t6i tap don sic trong bai toan to
maau.

Luan van dugc hoan thanh véi sy huéng dan, chi béo tan tinh cta
GS.TSKH. Ha Huy Khoai va syt déng g6ép ¥ kién sat sao clia cac thay, co
truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai nguyén. Qua luan vin nay em
xin dugc bay t6 long biét on dén sy huéng dan tan tinh ciia thay huéng
dan va cac thay, co truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc thai nguyén da
goép ¥ sau sac, tao dicu kieén thuan lgi dé em hoan thanh luan vian nay.
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Ton xin tran trong cam on dén Sé Gido duc va Dao tao Bac Ninh,
tap thé su pham trusng THPT Ly Thuong Kiét da tao diéu kién cho
toi hoan thanh khoéa hoc.



Chuong 1
Tong quan vé 1y thuyét sé to hop

Trong Chuong 1, luan vin trinh bay hai dinh 1y, gom Dinh 1y Van
der Waerden va Dinh 1y Szemerédi, mot vai gia tri da biét vé s6 Van
der Waerden va cac khai niém co ban vé hé phit dong du. Tai lieu tham
khao chinh ctia chuong nay 1a cac tai lieu [1], [4].

1.1. BDinh ly Van der Waerden va Dinh ly Szemerédi

Dinh 1y Van der Waerden va Dinh 1y Szemerédi la hai dinh ly quan
trong trong ly thuyét s6 nghién ctu vé cap s6 cong va mat do ciia cap
s6, dong thoi hai dinh 1y nay ciing 1 tien dé dé tim hiéu va phéat trién
cac két qud méi ve cap sd cong.

Nhéc lai rang cap sd cong la mot day s6 (hitu han hosic vo han)
ma trong do, ké tir s6 hang thit hai tré di, mdi s6 hang déu bang tong
clia s6 hang ding ngay trude né véi mot s6 d khong doi. Ta cé thé bidu
dién cap s6 cong dudi dang nhu sau: a,a+d,a+2d,...,a+(m—1)d, ...,
trong d6: m 1a s6 nguyén duong bat ky, a,d € R, a ducc goi 1a s6 hang
dau tien va d goi 1a cong sai clia cap s6 cong.

V6i moi n 1a s6 ty nhien, ta ki hieu [n] = {1,2,....,n} 1a tap hop
cac so6 tu nhién tir 1 dén n.

Cho mot tap hop X vat € N, khi d6 X = {A C X, |A]| =t}, tiic
la X 1a tap hop gom cac tap con cua X c¢6 lyc lugng t.

1.1.1. Dinh ly Van der Waerden 1927

Dinh 1y Van der Waerden phat biéu rang: V6i hai sé nguyén duong
m, k cho trudc ton tai mot s6 nguyen N = N(m, k) sao cho véi moi
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n > N néu [n] duge t6 bdi k mau thi luon ton tai mot cap s6 cong don
sdc do dai m trong [n].

Gié st Dinh 1§ Van der Waerden dugce ching minh. Do tap [n] duge
t6 bdi k mau nén ta c6 thé chia tap [n] thanh & tap con dugce xac dinh
bdi k& mau rieng biet. Theo Dinh 1y Van der Waerden thi khi d6 sé ton
tai mot tap con trong k tap con trén ma trong dé ton tai mot cap so
cong do dai m.

Ta c6 the phat bicu lai Dinh 1§ Van der Waerden dué6i dang sau:

Dinh 1y 1.1 Déi vdi moi cdp so tu nhién k,l luon ton tai so tu nhién
n(k,1) sao cho néu mot doan bat ky ciia day so tu nhién cé do dain(k,1)
dugc phan hoach theo cdich tuy ¢ thanh k 16p, thi sé cé it nhat mot lop
trong k 1dp dé chia mot cap so6 cong do dai l.

Dé chitng minh Dinh Iy Van der Waerden, ta sé chitng minh mot
dinh 1y tong quat hon:

Dinh 1y 1.2 Cho trudc day vo han soé tu nhién:
th g oty . (1.1)

Déi vdi moi cap so tu nhién k, 1 luon ton tai mot so tu nhién n(k,1) sao
cho néu mot doan bat ky cia day so ty nhién ¢ do dai n(k,1) dugc phan
hoach theo cdach tuy 1 thanh k Idp, thi sé cé it nhat mot I6p ma trong do
ton tai diy so ci,ca, ..., théa man dieu kién sau:

(CQ — Cl) . (03 — CQ) e (Cl — Cl—l) = tl . tg e tl—l-

N6i mot cach ngan gon, [ s6 d6 1lap nén mot cap sb cong tong quat
do dai I duge tao ra béi day s6 (1.1). Dinh Iy Van der Waerden 1a truong
hop riéng ctia Dinh 1y 1.2 trong truéng hop t; =t =---=t,=--- =1L

Chiing mainh Dinh ly 1.2.

Dit s6 hang dau tien ctia day (1.1) bang don vi: ¢;. Dé thay rang
Dinh 1y 1.2 1a hién nhién véi [ = 2 va véi moi &k (bdi vi s6 n(k,l) c6 thé
nhan gia tri k + 1), titc 14 ton tai mot cap s6 cong trong day c6 do dai
la 2, diéu nay luon dang. Gia sit dinh 1y ding v6i moi s6 [ > 2 va k bat
k¥

Dat:

g = 1,n9 =n(k,l),qs = (1 + t1)ns_1¢s—1,ns = n(k?, 1) > 0. (1.2)
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Ta sé chiing minh dinh 1y dang véi [ + 1, tic 1a s6 n(k,l + 1) c¢6
the lay bang ¢;. Gia st doan A ctia day sb tu nhién c6 do dai g dudc
phan hoach thanh % 16p. Hai s6 a va b ciia doan A dudc goi 1a cling
loai néu ching ciing nam trong mot 16p va duge viét 1a a ~ b. Hai doan
N(a,a+1,...;a+7r) va AN'(a,a +1,...,a" +r) ¢6 do dai bang nhau va
cting nam trong doan A sé dugce goi la cling loai va dude viét A/ ~ A",
néua+j~a+7575=0,1,..,r. Ro rang doi véi cac doan c6 do dai m,
thi s6 cac loai khac nhau c6 thé sé bang k™.

Vi qp = (1+t)ng_1qx—1 nén doan A c6 thé duge xem nhu gom hai
phan khong bang nhau: Phan bén trai 1a mot day gom nj_; doan c6 do
dai ¢x_1, con phan bén phai 14 mot diy gom t;n;_; doan c6 do dai g_1.
Ta sé néi rang cac doan c6 do dai bang nhau tao nén mot cap so6 cong
tong quat néu cap s6 dé dugc lap nén béi cac s6 dau tién ctia ching. Do
dinh nghia ctia s6 n;_; nén ta co thé khang dinh dugce ring: Phan bén
trai clia doan A chita mot cap s6 cong tong quat tit [ doan ciing loai véi
nhau Ay, Ao, ..., /\; va cung ¢6 do dai la gp_1. Ky hiéu cac khoang cach
gitta cac dau mut bén trai ctia hai doan ké nhau (titc 1& hiéu gitta hai s6
dau tien ctia hai doan ké nhau) 1a: dy, dito, ..., dit;_1.

D6i v6i cap s6 cong tong quat, tit cac doan cuing loai do ta gin
thém vio né phan tit tht [ + 1 14 A1, phan tii ay c6 thé khong cling
loai v6i céc phan tit ding truée va no cé thé vugt qua phan tit dau tien
ciia doan 2\, nhung van nam trong doan A.

Bay gio ta lay mot phan ti A;, bat ky ti [ phan tt cia cap s6
cong tong quét, do 1a doan c6 do dai g,_;. Ta sé tién hanh trén doan dé
tuong ty nhu da tién hanh véi doan A (ttic 1a coi doan A nhu la day
(1 +t;)ng_1 doan c6 do dai q,_1). Do dinh nghia ctia 86 ny_1, ta c6 the
khang dinh rang, phan bén trai clia doan A;, bao gdm n;_1 doan c6 do
dai qi_ chiia cap s6 cong tong quat tit | doan cling loai Ay, (1 < ip < 1)
c6 ciing do dai ¢;_;. Ta ky hiéu cac khodng cach gitta cac dau mut trai
clia hai doan ké nhau A;;, 1a: do, dato, ..., dot;_1.

Mot lan nita, ta lai ndi them vao cap sd cong tong quéat nay phan
tr thit [ + 1 v ro rang phan it y ciing van nam trong doan A;,. Viéc
xay dung nhu vay dugc tién hanh véi tat ca cac doan A, (1 <4 < 1+1)
izig(l < i2 < [+ 1) theo
vi tri tuong tng. Bdi vi tat ca 1a cling loai nén ro rang moi A

va trong tat ci cac doan doé ta sé lay cac doan A
i9is sé la
cing loai, néu 1 <41 < 1,1 <4y <.

Quaé trinh xay dung dugc tiép tuc & lan. Két qua sau lan cudi cling ta
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sé nhan duge cac doan ¢6 do dai ¢y = 1, tic la mot doan don gidn A ma
mot cach tong quat ta ¢ thé ky hieu 1a A; 4, i (1 <y, i, .. ip < I+1).

Nhu vay ta dé thay rang, vi 1 < s <k, 1 <4, <[,1 <. <I(1 <
r < s) thi

Nijig..iy ~ Digig it - (1.3)

Hai nhan xét sau day 1a rat quan trong doi v6i phan con lai trong chiing
minh dinh 1y.
1) Giast: 1 <s < k1< <[1<i
[+1 (s+1<m<k). Khidé

JAN

<1 <7 <s),l <y <

/
r

(1.4)

~ Dy i

1172... 161541 ...k sls+1...lk'

That vay, do hai s6 d6 ding & cac vi tri gibng nhau trong cac doan cling
2) V6is6 s < k,ig < 1,1, = i,+ 1, cac doan A;, i, i, va Dy i, i 14
cac doan ké nhau & bude xay dung thit s clia ching ta, nén doéi véi moi
va A

vi trf gibng nhau trong hai doan ké nhau, sao cho:

loal Ay, i, va Dy i

chi O dg41, .7k, CAC SO DNjliy  yivieir...ix ivi. o 1ilissr..qp SC chiem cdc

Divig. o ritigiroin — Divig o vigigsrin = dsti,- (1.5)
Dé ngén gon, ta dat I' =1+ 1. Xét k + 1 s
CLT:A]_"‘].l/"‘l,77.:071’.“71{:' (16)
\T/—/Rk_/—/

Trong cac s6 do6, ta luon tim duge hai s6 a, va ay cing nam trong mot
16p
JAN P~ A T (1.7)
1 T 1] k_”l 1 S llk_,l

Xét cac s6

ar=N00 gy (<< (1.8)
Ta sé ching minh riang ching ciing ndm trong mot 16p, va tao thanh
mot cap sd cong tong quat.

That vay, cac s6 ¢y va ¢; cuing loai do (1.7), con tat ca cac ¢;(i < I')
la cting loai do (1.4). Vi vay tat ca cac s6 ¢;(1 < i < I') cing ndm trong
mot 16p. Phan con lai, ta can phai chi ra rang cac s6 d6 lap thanh mot
cap sb cong, tic la:

(02—01)1(63—62)I--'I(Cl/—Cl):litQI---:tg/. (19)
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Dé ngan gon, ta dit ¢ =i + 1. Ta dua vao xét cac s sau:

Cim =D 14l p(0Sm<s—r).

—_—— N
S m s—r—m k—s
S—r
Khi d6 ¢ip1 — ¢ = > (CGim — Cim—1) bOL VI cigp = ¢ VA Cisop = Ciy1.
m=1

Nhung do (1.5) ta ¢6

Cim—Cim—1 — Al 14 -/ -7/ 1—A\ -/ o - g/ 1=
) ) .« .. Z D Z Z D Zl .. .l 1. .. 1Z Y Z Z .. .Z l .. .l
—— \,_/\,1_/ N~ ——

s—r—m k—s — s—r—m+1 k—s

S—r
dyimti, €6 nghia la: ¢ — ¢ = Y. drymt.
m=1

Nhung do i d+m khong phu thuoc vao 7, va do d6 dieu kién (1.9)
m=1

dugce thoa man. Do d6 dinh 1y duge chiing minh véi gid thiét ring, phan
tr dau tién ctia day s6 (1.1) bang don vi (ttc 1a bang 1). Néu #; khéc
don vi, thi ta xét day sb6 sau day:

Lty ety (1.10)

Khi d6 1+ 186 ¢;(i = 1,2,---,1+ 1) lap thanh mot cap sb cong tong
quat do dai [+ 1, duge tao ra bdi day s6 (1.10) cing nam trong mot 16p,
vi thé duong nhién no chita [ sé lap thanh cap s6 cong tong quat do dai
[, dugc tao ra bdi day s6 (1.1) va cing nam trong mot 16p. Do d6 dinh
Iy duge chiing minh.

1.1.2. S6 Van der Waerden

Dinh nghia 1.1 S6 ty nhién nh6é nhat N = N(m, k) théa man Dinh ly
Van der Waerden dugc goi 1a s6 Van der Waerden, va ki hiéu 1a w(m, k).

Mot sb gia tri chinh x4c ctia w(m, k) da duge chi ra. Ta c6 w(m, 1) =
m va w(2,k) =k + 1. V6i cac gia tri khac clia k va m, chiung ta da biét
w(3,2) = 9, w(4,2) = 35, w(5,2) = 178, w(6,2) = 1132, w(3,3) = 27 va
w(4,3) = 76.

Sau day ta kiém tra lai, chang han hai két qua w(m,1) = m va
w(2,k) =k+ 1.

That vay:

+) w(m, 1) = m, khi d6 tat ci cac phan ti cta [n] duge to bang 1
mau. Nhu vay, néu dat N = m thi v6i moi n > N, trong [n] ton tai cap



